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高低压下不同力学特性的砂土统一模型 
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摘  要：为构建能够反映砂土高低压下不同力学特性的统一模型，分析了砂土在较大的压力范围内的力学试验结果并获取其

强度、等向压缩以及临界状态特性参数。通过引入应力路径相关因子来修正塑性应变增量中与应力路径相关的部分，从而使

得模型硬化参量能够反映密实砂土在常压下的剪胀特性。同时，基于砂土的临界状态特性提出能够与砂土内部状态相对应的

潜在状态面概念，由屈服面与潜在状态面间的动态关系确定加载过程中的动态密实参数及潜在强度，进而使得硬化参量也能

够反映密实砂土在常压下的软化特性及高压下的剪缩、硬化特性。分析模型屈服面及潜在状态面间的演化规律并对不同压力

等级下的砂土受荷力学行为进行模拟预测，证实了该模型能够反映密实砂土常压下剪胀软化及高压下剪缩硬化的特性。 
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Unified model of sand with different mechanical  

characteristics under high and low pressures 
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Abstract: To reflect the different mechanical characteristics of sand under high and low pressures, the mechanical test results of sand, 

i.e., the strength, isotropic compression and critical state characteristic parameters, under a large range of confining pressure are 

analyzed to build a unified model. Correlation factor of stress path is used to adjust the plastic deformation related to stress path, and 

the hardening parameter can be used to describe the dilatancy behavior of relatively dense sand under low pressure. Based on the 

critical state behavior of sand, potential state surface is proposed to reflect the sand inherent state. With the dynamic relationship 

between the yield surface and potential state surface, the current compactness parameter and potential strength of sand are defined. 

The hardening parameter can reflect shear softening and shear contraction hardening properties of relatively dense sand under low 

and high pressures. Evolution law of yield surface and potential state surface is analyzed, and model prediction under different 

pressures is carried out. Results comparison validates the proposed model with the capability to reflect shear dilatancy softening and 

shear contraction hardening properties of sand under different pressures. 

Keywords: sand; high pressure; mechanical properties; hardening parameter; constitutive model 

 

1  引  言 

砂土在常压下的力学行为依赖于其相对密实

度及所处的压力，为了能够反映两者的耦合影响，

Li[1]、Ling[2]等在此方面做了较为深入的研究。随着

大型工程的兴起，高压条件下的砂土颗粒破碎行为

作为岩土领域中的重要问题逐渐被众多学者所研

究。针对高压下的颗粒破碎对砂土强度、变形特性

的重要影响，国内外众多学者通过对已有土体模型

进行修正扩展，也已提出了多种能够考虑颗粒破碎

的砂土弹塑性本构模型[310]。此类针对砂土的研究

成果多数将常压与高压下的砂土力学特性及模型参

数进行独立分析，所构建的模型也分别针对常压及

高压，尚未出现能够将砂土常压至高压下强度、变
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形特性进行综合考虑的适用于不同压力等级下的砂

土模型。这使得现存模型大多忽视了加载过程中材

料状态的改变，不能很好地描述砂土受荷过程中密

实度和围压变化较大的情况。 

论文在分析砂土不同压力条件下的峰值及残

余强度特性、等向固结压缩特性以及临界状态特性

的基础上，结合密实砂土的剪胀软化及剪缩硬化特

性，通过引入应力路径相关因子[11]来修正屈服面硬

化参数并提出潜在状态面概念，从而构建一种能够

将砂土常压至高压下的力学特性进行统一的砂土

高、低压统一模型。 

2  砂土不同压力等级下的力学特性 

2.1  峰值、残余强度特性 

相对密实砂土在三轴剪切过程中表现出常压

下软化、高压下硬化的现象，并最终进入临界状态。

在寻找砂土材料强度的过程中，吴越等[12]针对软化

情况选取峰值偏应力值作为剪切强度，在硬化情况

下一般选取有限应变条件的偏应力值作为剪切强

度，这不利于研究材料在全应变范围内的力学特性。 

笔者前期对 ISO 标准砂经筛分得到的 3 种粒组

砂土进行了 0～8 MPa 围压下的等向压缩及三轴剪

切试验[13]。采用渐近线判断方法，以偏应力的最终

稳定值作为剪切残余强度，结合软化条件下的峰值

强度将常压、高压下砂土力学特性进行综合描述，

如此可以准确描述砂土的抗剪切力学特性。 

图 1 为 3 种砂土在三轴剪切过程中所存在的峰

值应力比、残余应力比与围压值的关系曲线。可以

看出，3 种粒组砂土的峰值应力比受围压影响较为

显著。在围压小于 3 MPa 条件下，3 种粒组砂土的

峰值应力比随围压增大呈线性减小趋势。当围压大

于 3 MPa 以后，由于应力比-轴向应变关系曲线由

应变软化特征向应变硬化特征转变，所以不再具有

明显的峰值应力比。采用渐进线方法得到 3 种粒组 

 

 

图 1  3 种砂土峰值/残余应力比-围压关系[13] 

Fig.1  Relationships between peak/ residual stress ratio 

and confining pressure of three different groups of sand[13] 

砂土在 q - p 平面中达到临界状态时的 q 、 p 值，拟

合得到相应的剪切强度临界状态线（CSL）斜率，

也即为三轴压缩（ 1 2 3    ）条件下的临界破坏

应力比（残余应力比）M ，从图中可以看出残余应

力比受围压值的影响则相对较小，试验中 3 种粒组

砂土的残余应力比数值均在 1.05 左右。 

在对砂土材料的临界状态分析以及高、低压统

一模型研究中，残余应力比与峰值应力比应当予以

一并考虑，两者均作为砂土材料的基本力学指标。 

2.2  等向压缩与临界状态特性 

对等向压缩以及三轴剪切过程中的球应力 p 与

孔隙比改变量 e 进行统计，获得常压至高压范围内

3 种粒组砂土的等向压缩 e - ln p 曲线以及临界状态

e - ln p 曲线，如图 2 所示。 

3 种粒组砂土的等向压缩曲线（图中虚线）与

临界状态曲线（图中实线）形态相同，两者拟合函

数均呈现指数衰减形式，分别为  exp lne a b c p 

和  exp lne l m n p  ，其中 a、b、c、l、m、n 为拟

合参数，由砂土材料的自身特性决定。这一结果也

正说明高压对于砂土变形特性的重要影响，在高压

条件下砂土试样出现了一定量的颗粒破碎使得其压

缩及抗剪切机制发生改变，从而使得压缩曲线及临

界状态曲线呈指数衰减型，衰减速度的大小依次为

砾砂、粗砂、细砂，说明颗粒越大，破碎效应越强

烈[13]。 

临界状态曲线为砂土试样在剪切过程中最终

会达到的一个稳定状态。试验获得的常压至高压范

围内的临界状态曲线与等向压缩曲线两者共同构成

了砂土的状态区间，综合反映砂土在常压至高压范

围内的剪胀与剪缩特性，为构建能够考虑砂土在受

荷过程中密实度和围压变化较大情况的统一模型提

供重要依据。 

3  本构模型描述 

以Roscoe及Burland等人在1968年提出的与 p

轴相正交的塑性势函数（屈服函数）即修正剑桥模

型[14]作为构建砂土常压至高压范围内屈服方程的

基础。修正剑桥模型的屈服函数形式为 

2

2 2
1 ll n lnn x

q
p p

M p

 
   

 
       （1） 

式中： xp 为屈服面与 p 轴的交点。 

3.1  砂土屈服面及硬化参量 

砂土在 e - ln p 平面中的等向固结压缩曲线呈

现指数衰减形态，其拟合关系式为 
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(a) 砾砂                                 (b) 粗砂                                (c) 细砂 

图 2  e-lnp 平面中 3 种粒组砂的临界状态曲线与等向压缩曲线[13] 

Fig.2  Critical state line and isotropic compression line of three groups of sand in e-lnp plane[13] 

 

 exp lne a b c p             （2） 

式中：a、b、c 为 e - ln p 中等向固结压缩曲线关系

式的拟合参数。 

对上式进行微分得 

 d exp ln dlne bc c p p            （3） 

其中弹性孔隙比变化量为 

ed dlne p               （4） 

式中： 为 e - ln p等向固结试验过程中卸荷曲线的

斜率，反映固结变形中的弹性部分。 

综合式（3）、（4），得到塑性孔隙比变化量为 

 pd exp ln dlne bc c p p          （5） 

进一步得到塑性体应变（压为正）为 

 p
p

v

exp lnd
d dln

1 1

bc c pe
p

e e




      
 

   （6） 

对上式进行变换并积分得 

 
p

v 0

1
d ln ln

exp ln
x

e
p p

bc c p





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
      （7） 

式中：e 为试样孔隙比； 0p 为与初始孔隙比 0e 相对

应的球应力，其决定了初始屈服面与 p 轴的交点。 

将式（7）代入式（1）得到屈服面函数为 

2

2 2

0

ln ln 1 0
p q

f H
p M p

 
     

 
     （8） 

上式屈服面函数即为由砂土等向固结压缩路

径获得，其中屈服面的硬化参量 H 为 

 
p

v

1
d

exp ln

e
H

bc c p








        （9） 

鉴于相对密实砂土在常压条件下的剪切过程

中具有显著的体胀特性[15]，其塑性体应变与塑性剪

应变均具有应力路径相关性，由等向固结压缩这一

特殊应力路径的试验所得到的特定的硬化参量不能

直接作为适用于砂土材料的硬化参量。在硬化参数

中须包含有反映峰值强度 fM 、残余强度 M 的参

数，且须包含能够体现塑性体变由剪缩阶段发展至

剪胀阶段的特征状态参数。论文在构建模型硬化参

量过程中参照姚仰平等[16]提出的应力路径相关因

子的修正方法，确定相关因子为   4 4

fR M ( M    
4 4 4 4

f) ( )M M  ，使得  p

vd R  与应力路径无关

从而纠正塑性应变增量中与应力路径相关的成分，

相关实例[1718]已能证明其可以满足上述相关要求。 

结合上述修正因子得到修正后的屈服面硬化

参量为 

 
   

4 4 4

f p

v4 4 4

f

1
d

exp ln

M M e
H

bc c pM M






 



   （10） 

式中： 为应力比。 

3.2  潜在状态面及潜在强度 fM  

对屈服面 f 及其硬化参量 H 进行初步分析不难

得知，在应力比增大至 M  后，试样由剪缩转变

为剪胀，并呈硬化状态。此状态一直保持至应力比

增大至 fM  ，而后进入临界状态。由此可知，所

构建模型能够体现剪切体缩发展至剪切体胀的特征

状态，但不能真实反映砂土软化特性以及高压下的

剪缩、硬化特性，究其原因在于 fM 为定值。 

大量研究已证实砂土材料的内部状态在受荷

过程中不断变化，由初始状态最终稳定至临界状 

态，且不同相对密实度的砂样在受荷过程中均有达

到临界状态的趋势，临界状态线是砂土本身的固有

特性[1921]。临界状态可以理解为土体在当前状态下

所对应的一个潜在状态，当前状态逐步向潜在状态

靠近。因此，当前状态与潜在状态两者间的动态关

系也即决定了加载过程中的潜在强度 fM 。论文采

用试验中获得的 e - ln p 平面中的临界状态线推导
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得出一个可以描述潜在强度 fM 的潜在状态面 f 。 

考虑砂土的临界状态曲线与等向压缩曲线形

态相同，两者的拟合函数均为指数衰减型，故不难

推得由临界状态曲线决定的潜在状态函数为 

2

2 2

0

ln ln 1 0
p q

f H
p M p

 
     

 
    （11） 

式中：p 、q 为潜在状态函数中的球应力与偏应力；

0p 为与初始孔隙比 0e 相对应的潜在状态面上的球

应力，其决定初始潜在状态面与 p 轴的交点。 

临界状态为土体在当前状态下所对应的一个

与应力路径无关的潜在状态，因此，其硬化参量无

需进行应力路径修正，可直接采用塑性体变表示为 

 
p

v

1
d

exp ln

e
H

mn n p








       （12） 

式中： e 为试样孔隙比。 

针对砂土材料借鉴超固结土概念定义其动态

密实参数R为潜在状态面上的球应力 p 与当前屈服

面上的球应力 p 的比值 R p p 。由式（11）推导

得到与 p 相对应的潜在状态面上的球应力 p 为 

 

2
p

0 v2 2

1
exp d

exp ln

M e
p p

M mn n p


 

   
   

    
  

（13） 

进而得到动态密实参数为 

 

2
p0
v2 2

1
exp d

exp ln

p M e
R

p M mn n p


 
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  

（14） 

式（14）表明，动态密实参数 R 与当前应力水

平  ,p  及潜在状态面位置（即硬化参量 H ）相关，

这说明砂土动态密实参数 R 表征了与当前应力水

平及砂土临界状态相关的砂土动态特征。 

潜在强度 fM 表征砂土在当前动态密实参数 R

条件下的潜在抵抗破坏的能力，其与临界破坏应力

比（残余应力比）间的大小关系则由动态密实参数

R 决定。如图 3 所示，潜在强度与当前应力点  ,p q

相对应，由潜在应力点 ( , )p q 与砂土材料伏斯列夫

面斜率 hM [17]共同决定， hM 由试验获得的不同围

压下的峰值强度决定。潜在强度的描述关系式可表

示为 

 
  hf

f h1
Mp M p pq

M M R M M
p p

 
       

（15） 

由式（15）看出，在加荷过程中，随着动态密

实参数 R 的改变，潜在强度 fM 随之变化，整个过

程对应着屈服面的改变。潜在强度的引入使得模型

能够反映砂土的剪胀软化及剪缩硬化特性。 

 

 
图 3  潜在强度 Mf 

Fig.3  Potential strength Mf 

4  模型演化分析及预测 

4.1  模型演化分析 

屈服面、潜在状态面间的演化关系决定潜在强

度 fM 的变化，而 fM 又会影响着屈服面硬化参量的

演变。因此，针对相对密实砂土常压下的剪胀、软

化及高压下的剪缩、硬化过程，在 p - q 空间中对屈

服面、潜在状态面以及潜在强度 fM 的演化进行描

述十分必要，也是对模型适用性的一个验证。表 1、

2 分别为密实砂土在常压下以及高压下剪切过程中

的状态演化描述。可以看出，模型各状态参数在受

荷过程中的演化规律能够反映常压下的剪胀软化过

程以及在高压下的剪缩硬化过程。 

4.2  模型预测 

针对所构建的砂土模型，对单元层面的弹塑性

应力积分算法进行分析，并基于 INTEL VISUAL 

FORTRAN 10 开发平台编写模型子程序，将子程序

接入自行编写的显式算法程序以能实现对软化问题

的计算。限于篇幅，程序部分不再展开。 

因自行开发的程序尚只实现了对二维问题的

模拟计算，论文暂只进行砾砂的双轴压缩剪切模拟

试验，以对相对密实砂土在常压、中压及高压下所

表现出的不同力学特性进行模拟预测。模拟过程中

对尺寸为 40 mm 80 mm 的二维试样首先施加水平

与轴向两个方向上的初始压力 3 ，然后施加轴向位

移 s，记录试样顶部的新增轴向压力 1 随轴向位

移 s 的变化。模拟计算中选取的砾砂相关物理力学

参数如表 3 所示，涉及弹性参数 、 ，临界破坏

强度参数 M ，屈服面硬化参数 a 、b 、 c ，潜在状

态面硬化参数 l 、m 、 n ，初始孔隙比 0e （决定屈

服面、潜在状态面与 p 轴的交点 0p 、 0p ）。 

整理模拟计算结果，获得初始压力 3 分别为

600、1 200、3 200 kPa 条件下砾砂双轴试验的新增

轴向应力 1 -轴向应变  以及剪切体变 V -轴向

M 
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Hovrslev 

O 
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应变  的关系曲线，将其与文献[13]中的试验结果 进行定性比较，如图 4 所示。 

 

表 1  剪胀、软化过程描述 

Table 1  Process of shear dilatancy and softening  

状态阶段 
应力比 、临界强度 M  

及潜在强度
f

M 间关系 

塑性体变增量 

p

v

d
d d

d

f
 


  

硬化参量增量 dH 、 dH  
动态密实参数 R p p q q   

潜在强度   f h
1M M R M M     

(1)初始状态 f
0 M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

1,R M M   

(2)剪缩硬化阶段 f
0 M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

,R M   

(3)特征状态 f
0 M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

1,R M M   

(4)剪胀硬化阶段 f
M M   p

v
d 0   d 0,d 0H H   

f
,R M   

(5)峰值应力状态 f
M M   p

v
d 0   d 0,d 0H H   f

1,R M M   

(6)剪胀软化阶段 1 f
M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

,R M   

(7)剪胀软化阶段 2 f
M M    p

v
d 0   d 0,d 0H H   f

1R , M M   

(8)临界状态 f
M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

1R , M M   

 

表 2  剪缩、硬化过程描述 

Table 2  Process of shear contraction and hardening  

状态阶段 
应力比 、临界强度 M  

及潜在强度
f

M 间关系 

塑性体变增量 

p

v

d
d d

d

f
 


  

硬化参量增量 dH 、 dH  
动态密实参数 R p p q q   

潜在强度   f h
1M M R M M     

(1)压缩阶段 f
0 M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

,R M   

(2)高压状态 f
0 M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

1,R M M   

(3)剪缩、硬化阶段 f
M M    p

v
d 0   d 0,d 0H H   f

1,R M M   

(4)“似峰值”状态 f
M M    p

v
d 0   d 0,d 0H H   f

1,R M M   

(5)临界状态 f
M M    p

v
d 0   d d 0H H   f

1,R M M   

 

表 3  模型所用的砾砂相关参数 

Table 3  Gravel sand parameters used in the model 

  M 
0

e  a b c l m n 
79 10   0.26 1.05 0.814 4 0.814 9 7.51 710  1.203 6 1.009 0.004 5 0.511 1 

 

 
      (a) 砾砂常压、中压及高压下的新增轴向应力-轴向应变 

 

 
(b) 砾砂常压、中压及高压下的剪切体变-轴向应变 

图 4  砾砂在不同压力等级下的试验结果与模型预测对比 

Fig.4  Comparison between test result and model prediction under different pressures 
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图 4(a)中模拟预测结果显示，常压下的新增轴

向应力-轴向应变曲线存在明显的峰值点，剪切过程

呈应变软化特征，并最终趋于平缓；随着压力的增

大，剪切过程中的应变软化特征逐渐消失，并在高

压下的剪切过程中呈应变硬化特征。这一模拟预测

结果与试验获得的结论吻合。同时，根据剪切临界

状态时的新增轴向应力与所施加的侧向力可推得试

样的临界破坏强度参数 1 13 (M q p        

33 ) 约为 1.05，这与模拟计算中的材料临界强度参

数 M 一致，表明预测结果可信。 

图 4(b)为压缩剪切过程中的试样体积变化与轴

向应变的关系曲线。可以看出，砾砂在常压下的剪

切过程中体积变化随轴向应变的发展先减小后逐渐

增大，并最终趋于稳定，呈剪胀特征。体积增大趋

势随着围压的增大逐渐减弱，由常压下的剪胀特征

逐步转变为高压下剪缩特征。 

由于模型预测中砂样的受荷应力路径及试样体

积与三轴试验的情况有所区别，计算获得的新增轴

向应力、剪切体变随轴向应变的变化曲线与试验情

况不是完全重合，但不同压力等级下的趋势基本一

致。模型预测结果与前期物理试验获得的砂土相关

力学特性结果一致，说明论文所构建的砂土模型能

够反映砂土常压至高压下的不同力学特性，也进一

步确定了采用论文所构建的砂土模型进行相关问题

模拟研究的可行性。 

5  结  论 

通过对较大的压力范围内砂土力学试验结果的

分析，获得砂土强度、等向压缩及临界状态特性参

数。采用应力路径相关因子的修正方法得到与应力

路径无关的模型硬化参量。由砂土临界状态特性定

义其潜在状态面，并根据屈服面与潜在状态面间的

关系确定砂土的动态密实参数及潜在强度，进而使

得硬化参数能够反映相对密实砂土在常压下的软化

特性及高压下的剪缩、硬化特性。 

通过分析模型屈服面、动态密实参数及潜在强

度三者间的演化关系并对不同压力等级下的砂土受

荷力学行为进行模拟预测，证实了该模型能够将常

压至高压下的砂土力学特性进行统一，使得描述砂

土受荷过程中密实度和围压变化较大的情况成为可

能。模型共涉及弹性、临界破坏强度、屈服面及潜

在状态面的参数共计 10 个，各参数物理意义明确，

均可通过室内三轴试验获得。 

论文有以下两点值得下一步研究与完善： 

（1）考虑砂土材料的力学特性具有较强的孔隙

相关性，获取不同制样方法得到的不同初始孔隙比

砂样的当前屈服面与潜在状态面硬化参数，以使得

所构建的模型得到进一步的完善。 

（2）完善显式算法无网格程序，进行砂土三轴

压缩剪切模拟试验，以能够进行准确的定量分析比

较，为统一模型的最终推广应用奠定基础。 
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